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Einer klassischen Behandlung der Schwingungen einer linearen Kette soll eine quantenme-
chanische Behandlung mit Hilfe von Quasiteilchen, den Phononen, gegeniibergestellt werden,
die zum Standardrepertoire der Festkorperphysik gehoren. Es soll geklirt werden, wo die
entscheidenden Unterschiede liegen, wo sie sich auswirken, wo Zustinde mit be-stimmter
Teilchenzahl (Phononenzahl) eine Rolle spielen, und welch merkwiirdige Eigenschaften sie
haben. Es soll aber auch gezeigt werden, dass mit Hilfe von kohirenten Zustiinden (mit un-be-
stimmten Phononenzahlen), wie sie sonst vor allem vom elektromagnetischen Feld (mit un-be-
stimmten Photonenzahlen) bekannt sind, eine grofitmogliche Anniiherung an anschauungsna-
he klassische akustische Wellen im dreidimensionalen Ortsraum und an klassische Atom-
schwingungen erreicht werden kann. Kohirente Phononen [9], [10], [11] sind ein weiteres der
seltenen Beispiele — neben kohirenten Photonen im Laser und moglicherweise kohirenten
Atomen im Atomlaser [7], [8] - , wo in der Quantenphysik dreidimensionale Wellen im An-
schauungsraum auftreten, im Unterschied zu Ein-Teilchen-Wellenfunktionen, die in einem
abstrakten, evtl. auch dreidimensionalen, Konfigurationsraum existieren. Die Argumentation
erfolgt ganz parallel zur Argumentation bei elektromagnetischen Wellen.

Ziel ist es, damit das Verstindnis von ,,Teilchen“ und ,,Wellen*“ in der Quantenphysik zu for-
dern.

In der Schulphysik werden Schwingungen der linearen Kette gern behandelt, weil dort mit Hilfe von
Simulationsprogrammen (z.B. ,,WELLEN‘ vom Autor) alle Erscheinungen von eindimensionalen
Wellen untersucht und auf dem Bildschirm anschaulich gemacht werden kénnen. Die klassische
Theorie der linearen Kette ist so einfach, dass viele ihrer Eigenheiten sogar quasi auf Schulniveau
analytisch studiert werden konnten. Hier soll nun auch eine quantenmechanische Darstellung hinzu
gefiigt werden, wie sie seit Jahrzehnten in jedem Lehrbuch der Festkorperphysik zu finden ist, aller
dings mit einer Erweiterung, iiber die erst seit ca. 15 Jahren diskutiert wird, die aber soweit Fort-
schritte gemacht hat, dass man heutzutage sogar von einer Phononen-Optik spricht und dabei Pho-
nonen-Linsen, -Spiegel und -Mikroskope entwickelt, mit denen man z.B. interne Kristalldefekte vi-
sualisieren kann, aber eben auch eine Phononen-Quanten-Optik, die allerdings noch in den Kinder-
schuhen steckt. Dabei werden Erkenntnisse der letzten Jahrzehnte zur Photonen-Quanten-Optik mit
Licht iibertragen. Die Anfangsgriinde werden hier dargestellt, weil der Autor glaubt, dass mit dem
Weg von Phononen zu Photonen Grundlagen der Quantentheorie leichter verstanden werden kon-
nen. Im Teil iiber kohdrente Phononen folgt der Autor dabei weitgehend einer entsprechenden Dar-
stellung fiir Licht von R. Loudon in seinem Buch ,,The quantum theory of light* [3].

1. Transversale akustische Schwingungen der linearen Kette, klassisch
untersucht

Betrachten Sie folgendes Modell: N Atome gleicher Masse m seien durch elastische Federn mit der
Federhérte f verbunden. Sie sollen ausschlieBlich transversale Schwingungen ausfiihren (oder aus-
schlieBlich longitudinale). Ein Atom im Inneren der Kette erfahre zwei Kréfte durch die ndchsten
Nachbarn, die von ithrem Abstand zu den néchsten Nachbarn abhingt. Kréfte zu weiteren Nachbarn,
anharmonische Krifte und Effekte, die mit der Querauslenkung der Atome (statt der in Rechnung
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gesetzten Abstandsédnderungen in Langsrichtungen) sollen vernachlissigt werden, ebenso Randef
fekte. Aus dem Kraftansatz fiir das Atom mit der Nummer r

Fo=£[ Q1 —q) + (@1 — Q)] = L[ g1 + Gre— 2.91 ]

ergibt sich eine potentielle Energie flir die gesamte Kette, wie man durch Differenzieren leicht nach-
weisen kann:

U= % f 2l g - G T

Die Summe erfolgt iiber alle Atome mit den Nummern r.

Es ergibt sich ein System von gekoppelten Bewegungsgleichungen
mq"* =f[ ¢t + geoi— 2.9 ]

mit der zweiten Zeit-Ableitung der Auslenkung, also q:** . Sie gehen typischerweise in Simulations-
programme ein und werden dort numerisch geldst. Fiir die analytische Behandlung werden hier
Randeffekte weggelassen und ,,periodische Randbedingungen* eingefiihrt, d.h. man stellt sich vor,
dass sich an die Kette der Lange N an beiden Seiten gleichartige Ketten anschlieen usw., bzw. dass
,sich die Schlange in den Schwanz beif3t*.

Zu einer analytischen Behandlung werden Eigenschwingungen (Normalschwingungen) gesucht, d.h.
Schwingungen, bei denen alle Atome mit der gleichen (Kreis-)Frequenz o schwingen. Das fiihrt auf
den Ansatz ¢, = g0 und die Bewegungsgleichungen werden auf ein System von algebraischen
Gleichungen zuriickgefiihrt:

-m @ §o= [ Qo+ Grio— 2.Gr0]

Ein anderer Losungsweg geht von der Energiefunktion aus:

H=%mXrq? + %2 [ qu—q ]

Die Summe musste eingefiigt werden, weil alle Atome mit einander verkoppelt sind, sodass die
Energie eines Teilchens allein sicher keine Erhaltungsgrofe ist. Bei der tatsdchlich Energieerhaltung
fiir H dagegen fiihrt Zeitableitung wieder auf die Bewegungsgleichungen. Man sieht, dass die po-
tentielle Energie in den ,,Federn* zwischen zwei benachbarten Atomen steckt.

Um die Verkopplungen loszuwerden, wird fiir die Eigenschwingungen (Normalmoden) eine Fou-
riertransformation durchgefiihrt:

@ =Y AN L[ Qe + Qe ] (%)

mit evtl. komplexen Amplituden Qi und ihren konjugiert komplexen Qy" . Hier lduft die Summe
iber die Wellenzahlen k der zugehorigen ,,Phononen-Moden®. Eigentlich miisste im Exponenten k
=+ 2.1/A stehen mit der Wellenlédnge A und sein Faktor r.d (n und r natiirliche Zahlen), wenn d der
Abstand zweier benachbarter Atome ist. Die Wellenldnge A, die in die Kette von N Atomen einge-
passt werden kann, miisste n/d sein (n =0, 1, 2, ...). Zur Vereinfachung der Schreibweise, weil ja
immer das Produkt auftritt, werden die d-abhdngigen Faktoren in beiden Féllen weggelassen. Die
Atomnummer r lduft dabei von 1 bis N (N soll hier gerade sein). Dann ergeben sich die moglichen
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Werte von k aus der Bedingung
¢ =1 (eine Folge der periodischen Randbedinungen)

mit der Losungk=4+2.xn/N n=0,+1,+2, ,£/5(N-1),”2N. 2N und - 2 N wiirden zur glei-
chen Schwingung fiihren. Sie werden nur einmal gezéhlt.

Dem entspricht (auBer fiir k = 0) in umgekehrter Reihenfolge A =N.d, N.d/2, N.d/3, ..... N.d/N.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass in diesem Ansatz bekannte Schwingungsformen ent-
halten sind. Wenn die Amplituden Qy und Q\" zueinander komplex konjugiert sind mit:

Q=/Q/e” und Q=/Q/e®  miteinem beliebigen Phasenfaktor e,

gilt: g.= 1NN 2 /Qi/ cos (kr-ot+0) . Ein Mode davon kdnnte also einer cos-Welle entsprechen,

wenn 0 = 0, oder einer sin-Welle, wenn 0 = -n/2). Wiirde man in der Summe einen k-Wert mit sei-
nem negativen Wert (-k) verbinden, kime man zu einer stehenden Welle; die Summe miisste dann
auf nicht negative k beschriankt werden. Der Ansatz geniigt also allen Kenntnissen iiber mogliche
Schwingungsformen. Er bewéhrt sich beim technischen Problem, die einzelnen Atome rechnerisch
zu entkoppeln.

Es gilt dann
qr = V| /\/N Zk [ lei(kr—mt) + Qk* grilkr-ot) ]

Q=% 1 /\/N Zk [ lei(kr-(nt) ek ¢ Qk* oilkr-on e-ik]

Gi= "% 1 /\/N Zk [ lei(kr-mt) ek 4 Qk* grilkr-on eik]

Setzt man in die Bewegungsgleichung ein, dann kann auf beiden Seiten den Faktor 1/A/N wegkiirzen
und man erhélt:

-m @2 Zk [ lei(kr—mt) + Qk* ) ]

=f Ek {[lei(kr-wt) ek + Qk* -ilkr-ot) e-ik] + [lei(kr-mt) ek 4 Qk* g-ilkr-ot) eik]

) Zk [lei(kr—wt) + Qk* e—i(kr—mt)]}

-m o> Zk [ lei(kr-mt) + Qk* gikr-on) ]

= £ X { Qe (F e 2) + Q) e (e e 2)

Die Gleichung zerfillt in zwei Teilgleichungen, weil sie filir beliebige Zeiten gilt:
-m o> Zk [ lei(kr—mt) 1= fzk { lei(kr-wt) ( ikt gk 2)}

“m @2 Ek [ Qk* itk 1= ka { Qk* grilkron ( ek + ik 2)}
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Sie flihren beide zur Identifizierung der Eigenfrequenz ® in Abhéingigkeit von der Wellenzahl k
(alle Summen laufen hier tiber k):

o= \[2fm (1-cosk)]=2Vfm' sink/?2)

Da o von k abhéngt, schreiben wir kiinftig meistens wx. . Die Gleichung wird durch die sog. Disper-
sionskurve fiir akustische Phononen dargestellt. Fiir kleine k wéchst wx anndhernd linear an (sin k/2
=k/2 +- ...), fiir k => % strebt o gegen den Maximalwert 2 v f/m. Die Ableitung von w; nach k, v
= Owy /0k, stellt die Ausbreitungsgeschwindigkeit (Gruppengeschwindigkeit) der Schallwellen in
der linearen Kette dar. Diese ist offenbar fiir kleine k konstant (also gibt es hier keine Dispersion).
Das ist wie bei einem kontinuierlichen Medium, wenn die Welle nichts von der diskreten Struktur
der Kette ,,bemerkt: Die Wellenlédnge A ist dann in der Groenordnung von N.d; die Welle ,,be-
merkt“ nichts von den diskreten Gitterabstinden d. Das wirkt sich bei Wellenpaketen aus: Jeder
Frequenz-Anteil zum Paket breitet sich mit der gleichen Geschwindigkeit aus, die Form des Wellen-
pakets bleibt unverdndert. Fiir k => +r dagegen strebt die Ausbreitungsgeschwindigkeit gegen 0.
Die zugehorige Wellenldnge A strebt gegen den Gitterabstand d. Solche Wellen kénnen offenbar in
die lineare Kette nicht eindringen und sich nicht in ihr ausbreiten. Hier liegt ,,maximale‘ Dispersion
vor, schon bei etwas kleineren k-Werten (groBBeren Wellenldngen) dndert sich die Ausbreitungsge-
schwindigkeit stark, Wellenpakete dndern ihre Form. Offenbar erhilt man alle méglichen Eigen-
schwingungen, wenn k einen der erlaubten Werte aus dem Bereich -n /d <k =<z /d annimmt (wo-
bei jetzt wieder der Faktor 1/d eingefiigt wurde). In der Festkdrperphysik spricht man von Beschrin-
kung auf die erste Brillouin-Zone.

Die Qi's werden durch die Anfangsbedingungen festgelegt. Um beliebige Schwingungsformen zu
erhalten, z.B. Wellenpakete, miissten lineare Uberlagerungen der Normalschwingungen durchge-
filhrt werden, d.h. die Qi's in Gleichung (*) geeignet angepasst werden. Damit ist das klassische
Problem der akustischen Schwingungen der linearen Kette im Prinzip geldst. Die Ergebnisse kon-
nen mit einem Simulationsprogramm wie WELLEN (z.B. vom Autor) liberpriift werden. Insbeson
dere ergibt sich dort, dass bei Anregung mit der Frequenz ®ms = V(2f/m) durch periodisches Auf-
und Abbewegen des Kettenanfangs eine Welle nicht eindringen kann.

2.Quantisierung der Eigenschwingungen

Will man ein Problem quantisieren, muss man Auslenkung wie Impulse als Operatoren auffassen
und die Nicht-Gleichzeitige-Messbarkeit durch eine Vertauschungsrelation ins Spiel bringen. Zuvor
wird eine Transformation zu neuen Operator-Variablen a, und a,” durchgefiihrt: Schreiben wir zu-
nichst wegen

g =Y VAN T [ Qe™ + Q" ¢ = 1/IN Zi [ Qut)e™ ]
Dabei wurde der Exponentialfaktor €™ in Qx(t) absorbiert und angenommen, dass Q.(t) = Qi’(t)
Analog ldsst sich ein kanonischer Impuls p, = m.qr=m /AN Z, [ Qut)e™ ]=1/IN I, [ Pie™] de-
finieren, wobei also Pi(t) = m.Q®«(t) (der Punkt kennzeichnet die Zeitableitung) und P.(t) = Pi'(t).
Dass das die richtige Wahl des kanonischen Impulses war, ergibt sich aus dem Hamiltonoperator

bzw. der Lagrangefunktion (siche Anhang I).

Damit ergibt sich jedenfalls der Hamiltonoperator
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H=2> {(2m)" PPy +% m.wsz.ka }

mit der Summe {ber alle positiven und negativen k. Der Leser erkennt darin fast die Energiebezie-
hung fiir harmonische Oszillatoren mit dem Schonheitsfehler, dass ausschlieBlich Operatorprodukte
mit gemischten k-Indizes auftreten. Das hdngt eben damit zusammen, dass man fiir stehende Wellen
gegenldufige fortschreitende Wellen kombinieren muss. (Man kann auch zeigen, dass die P's und
Q's keine hermiteschen Operatoren sind, also nicht Messgroen entsprechen.) Durch eine trickreiche
Transformation wird dieser Makel im Folgenden beseitigt.

Der Ubergang zur Quantenmechanik erfolgt jetzt dadurch, dass die P's und Q's als Operatoren auf

gefasst werden, die nicht gleichzeitig be-stimmte Messwerte besitzen. Dieses Faktum wird durch
die Vertauschungsrelationen

[Pk . Qk'] = Pk . Qk' - ka.Pk = 1 h Skk' (**)
[Qx, Q] = Q. Qr - Q.Qx =0
[Pk , Pk'] =Pi.Pe-PePc =0

berticksichtigt. Wir definieren dann, um von den gemischten Produkten wegzukommen (die a's ver-
binden sozusagen Q's und P's mit unterschiedlichen Wellenzahlen):

a = (2hom)” [ m.oQy -iPy]

ax = (2hom)™ [ m.oQx +iPy]
und es ergibt sich:

ai = (2hom)” [ moQx -iPy]

ax = (2hom)” [ m.oQx +1iPx]

Die a's haben von den Operatoren Q und P noch eine implizite Zeitabhdngigkeit geerbt. Addieren
wir die zweite und die dritte Gleichung, finden wir:

ax + ai" = (2hom)™ 2.m.oQxk
oder
Qv = (h20m)”* (ax +ax")
Subtrahieren wir von der vierten die erste Gleichung, erhalten wir:
ay - a. = (2hom)™” 21 Py

oder:
Pk =-i (h(om/2)'/2 (a_k - ak* )

Die kanonischen Variablen Qx und Py lassen sich damit durch die neuen Operatoren a; und a,”™ aus-
driicken. Leider treten die Operatoren ax und a," immer mit unterschiedlichen Wellenzahlen auf.
Dennoch haben diese Operatoren besondere Vorteile, wie Sie gleich einsehen werden. Im Folgen
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den soll erstens der Hamiltonoperator durch ayx und a;" ausgedriickt werden. Zweitens soll eine
Vertauschungsrelation fiir ay und a," gewonnen werden. Es gilt:

ay . ax = (2hom)” [ m.oQx -iPx] (2hom)” [ m.oQx +iPy]
= (2hom)”' [ M0’ QiQx +* m.wQx i Py -iPy moQx + Py Py ]
= (2hom)' {Py Py + m%0’QiQx +im.o [Qx Pk -PcQx |}
und entsprechend:
a. " = (2hom)” (2hom)” [ m.oQx +i Py ][ m.wQx -1iPk]
= (2hom)! [ Mo’ QQx + M. iPx Qi -iQxPim.o + Py Py ]
= (2hom)! {Px Py + m.0’Qx Qx+im.o [ Px Qx - Qc P« ]}
also:
S [ae ac’ -a’ . ac - S Rhom)! im.o [ PxQx - Qe Py - Qx Px + P Qx ]
=112h Z [ 2 Pk Qx - - 2 Qx Px ]

In der Summe iiber k lieBen sich einige Glieder umordnen, so dass gleichartige Indzzes in der Diffe-
renz entstanden.

Wegen [ Pc Qc- Qc Pc ] =[ Px, Q] =1h ergibtsichalso X[ a.ac” -ac .ax ]--N
und fiir jeden der einzelnen Summanden

[aw ac” -a’ .ax ]= -1 bzw. fir den Kommuator
[a’,a ]=1

verallgemeinert aus (**): [ ac", ax | = O
und auch

Y[a. ac ] =2 Qhom)! {Py Py + m’.0’QiQx +im.o [Qx Px -PcQk ]}
= l/ho H +Z %
also H =2 ho [ a . ax + %]
Der Hamiltonoperator entspricht jetzt wirklich dem unabhéngiger Oszillatoren mit unterschiedli-
chen Wellenzahlen k (Summe iiber alle k). Hier kommen nur mehr Operatoren mit gleichen Wellen-

zahlen k vor.

Die Eigenschaften der Operatoren a.” und a sollen jetzt untersucht werden.

Es sei | n,k> ein Eigenzustand zum Hamiltonoperator mit Wellenzahl k und einem weiteren Para-
meter n, der sich als Teilchenzahl herausstellen wird.
Es gilt also
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H |nk>=E,

n,k"™>

Beide Seiten werden jetzt von links mit dem Operator ao” multipliziert. Es ergibt sich mit (*):
Y hok [ avac . ae + Yaar'] | nk™>= E, a." | nk'">

bzw. nach Umordnung mit

8.1<'+3,k+ LA =ac ar L ag = ag . ax ak'+ - O ax
Yohow[a . ac av' - %] a'|nk™> = [E.+ hoy] ac |nk>

aw’ | n,k™ ist also wieder ein Eigenzustand zum Hamiltonoperator mit einer um hoy gegeniiber E,
erhohten Energie. Wenn nun definiert wird:

| n+1,k>=C a,’ | n, k™ mit einem evtl. komplexen Normierungsfaktor C, und E,.; = E, + ho,
dann finden wir eine einfache Deutung: n kennzeichnet die Anzahl der Phononen mit der Wellen-
zahl k'. Der Wellenzahl entspricht ein ,,Quasiimpuls® hk' in Ausbreitungsrichtung des Phonons. Im
Zustand | n+1,k"™ ist ein Phonon mehr vorhanden als im Zustand | n,k"™. Dem entspricht, dass sei-
ne Energie um how groBer ist als die von Zustand | n,k™; hoy ist gerade die Energie des zusétzli-
chen Phonons. Im Zustand | n,k"™> haben alle n Phononen die gleiche Energie hme . ax” wird als
,Erzeugungsoperator® aufgefasst, der dem Zustand | n,k"™ ein weiteres Phonon hinzufiigt. Durch
mehrfaches Anwenden des Erzeugungsoperators kann man Zustéinde mit beliebigen Phononen-Zah-
len erzeugen.

Ganz entsprechend zeigt man, dass a | n,k"™ ein Eigenzustand des Hamiltonoperators ist mit dem
Energieeigenwert E, — how. Der neue Eigenzustand wird |n-1,k‘> genannt. Er enthilt nach der
gleichen Deutung ein Phonon weniger als der Zustand | n,k"™. ap wird als ,,Vernichtungsoperator
bezeichnet.

Wendet man mehrmals hintereinander auf den Zustand |n,k> den Vernichtungsoperator ax an,
kommt man schlie8lich bei einem Zustand ohne ein Photon an: | 0,k>. Er wird als der ,,Grund-
zustand mit der Energie E,“ bezeichnet. Es gilt ac | 0,k>=0 im Einklang mit der Tatsache, dass
Zustidnde mit noch kleinerer Energie oder mit ,,negativer Phononenzahl* nicht existieren. Damit
kann man die Eigenwertgleichung fiir E, 16sen:

H | 0,k> =X how [ ac . a + %] | 0.k™>=E, |0,k>,

also Eo = %2 X hox . Da es nur endlich viele k-Werte in der linearen Kette gibt, ist die Grundzu-
standsenergie endlich, ganz anders als bei Photonen mit einer kontinuierlichen Verteilung der k-
Werte. Die Grundzustands-Energie wird auch manchmal Vakuum-Energie genannt, weil sie dem
Phononen-Vakuum entspricht, also dem Zustand ohne Photonen. Sie ist ein rein quantenmechani-
scher Effekt und kommt in einer klassischen Behandlung nicht vor. Fiir die meisten physikalischen
Anwendungen spielt sie keine Rolle. Sie ist aber in der Bewegung sichtbar und hat einige wichtige
physikalische Auswirkungen bei niederen Temperaturen.

Die Zustéinde | n,k> sollen jetzt normiert werden, d.h. fiir die Norm soll gelten: <n,k | nk>=1.Zur
Normierung wurde der komplexe Faktor C, schon eingefiihrt mit:
(O
<n-1k| G, C,

n-1,k> = ay | n,k>, und damit <n-1,k | C. =<nk | ax ,also

n-1.k>=<nk | ax’ . ax | nk> =<nk | nk>n=n.
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Bis auf einen eventuellen komplexen Phasenfaktor vom Betrag 1 wird also gelten: | C, | =n'?, und
als Folge:

ax |n,k>= n'? |n—1,k> und dhnlich: ac* |n,k>= (n+1)"? |n+1,k>

Nk = ai" . ax kommt im Hamilton-Operator vor und wird als ,,Teilchenzahl-Operator* bezeichnet.
Wir wollen seine Eigenwerte bestimmen.

N | nk>=a. . a | nk> =a’* n'? | n-1,k>=n"*n'? | nk>=n | nk> neN

Die Eigenwerte sind also genau die Phononen-Zahlen n. Deshalb also der Name Teilchenzahl-Ope-
rator. Natiirlich hdngt die jeweilige Teilchenzahl n auch von der Wellenzahl k des Phonons ab. Der
Index k in nx wurde zur Vereinfachung weggelassen, ebenso ein eventueller Phasenfaktor vom Be-
trag 1. Der Hamilton- und der Teilchenzahl-Operator sind vertauschbar, d.h. Energie-Eigenzustinde
sind gleichzeitig Teilchenzahl-Eigenzustinde, Energie und Teilchenzahl sind gleichzeitig be-
stimmt, es gibt keine Energie-Eigenzustinde, die nicht gleichzeitig zu einer be-stimmten Phononen-
zahl gehdren. Uberall da, wo man Energie-Eigenzustinde braucht, z.B. in allen thermodynamischen
GroBen, kann man diese durch Zustdnde be-stimmter Phononenzahl ausdriicken.

Wegen der Vertauschungsrelation [ ac” , ax | = dwe sind die Phononen (wie auch Photonen) Boso-
nen. Sie besetzen mit Vorliebe denselben Zustand, was man auch der zustdndigen Bose-Einstein-
Statistik entnehmen kann. Bei thermodynamischen Rechnungen im thermodynamischen Gleichge-
wicht braucht man hdufig den Besetzungszahlen-Faktor (mittlere Anzahl der Phononen in einem
Phononenmode mit Wellenzahl k):

<n> = [ exp(howksT) — 1]_1

Dabei ist ks die Boltzmann-Konstante und T die absolute Temperatur. Ganz Entsprechendes gilt fiir
Photonen.

3. Wie sehen Phononen in Teilchen-Zahl-Zustanden aus? [3]

Ublicherweise erhilt man messbare GroBen, wenn man von hermitischen Operatoren Erwartungs-
werte bzgl. der beteiligten Zustinde bestimmt. In unserem Fall heiit das vor allem, dass Erwar
tungswerte von der Auslenkung g ( g:ist ja tatsidchlich in der quantenmechanischen Behandlung ein
hermitescher Operator) zu berechnen sind. Das erfordert eine Riicktransformation von den a's zu g,
d.h. zunichst zu den P's und Q's. Es galt ja: Qx = (h/2om)” ( ax + ax’) und Py = -i (hom/2)” (ax —
ax'). Der Leser bemerkt zunédchst, dass die a's nicht hermitesch sind. Ware z.B. a hermitesch,
miisste gelten:

<n-1k| a [nk>=(<nk| a [n-1k>)" (222

Die linke Seite ist bis auf einen evtl. Phasenfaktor n'? <n-1,k | n-1,k>, also n'? (alle anderen Ma-
trixelemente von ax sind ohnehin 0), wihrend die Zustdnde auf der rechten Seite, |n,k> und |n—
2,k>, zueinander orthogonal sind. Die a's selbst konnen also nur indirekt zu messbaren Groflen fiih
ren.

In die Transformations-Formel eingesetzt erhalten wir:
q=1AN Z [ Qt)e™ J= 1NN X, (W2mm)” (a+ ay’) ™
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g- dagegen ist hermitesch, weil man in der Summe zu jedem k auch ein -k findet, so dass nach Um-
ordnung die Kombinationen ( a, €™+ a,"e™) auftreten. Dann gilt:

<n-1,k | a eikr 4 at erikr

nk>=<n-1k | ae™ | nk>=n'"?e! | andererseits

(<nk | ace™+ae™ | n-1,k>)"= (<nk | a'e™ | n-1k>)
=2 ek <n,k | n,k> = p'2 ek ,
wie zuvor (wieder bis auf einen evtl. Phasenfaktor).

Das hat eine iiberraschende Konsequenz. Der Erwartungswert von g bzgl. eines beliebigen n-Pho-
non-Zustands verschwindet:

<n,k| q |nk>=0,

da alle Diagonalelemente der a's verschwinden. Das heifit, wenn man in einem solchen Zustand die
Auslenkung g, eines beliebigen Atoms mit der Nummer r misst, erhdlt man zuféllig streuende Werte
mit dem Erwartungswert 0! Eine genauere Analyse (Anhang I1) zeigt, dass <n,k | qr > | n,k># 0 und
dass damit auch die mittlere quadratische Abweichung Aq. # 0 ist. In solchen Zustinden sind die
Atome nicht in ,,Ruhe®, nur kann man an <n,k| G |n,k> keinerlei Schwingung erkennen. Die
Analyse zeigt auch, dass in diesem Fall zwar die be-stimmte Teilchenzahl zu einer scharfen (be-
stimmten) Amplitude flihrt, dass aber die Phase vollig un-bestimmt ist. In Loudons Buch ,,The
quantum theory of light* [3] ist die entsprechende folgende bildliche Darstellung fiir Photonen zu
finden, die fast unveridndert auch fiir Phononen in Teilchen-Zustinden (mit be-stimmter Phononen-
Zahl) passt (Abb. 1).

146 The quantized radiation field
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FiG. 4.2. Pictorial representation of the electric-field variation in a gavity mode excited to state ;‘
|n). The sine waves should more accurately form a horizontal continuum. The amplitude Egi8

defined in the text. Loudon: The quantum theory of light

Abb. 1: Bildliche Darstellung der Auslenkung eines Atoms in Abhdngigkeit von der Zeit bei
einem Teilchen-Zustand (Fock-Zustand), hier entsprechend dargestellt fiir Photonen.

Es ist also nicht moglich, sich eine bildliche Vorstellung der atomaren Schwingungen in der linea-
ren Kette zu machen, wenn Phononen-Zustinde mit einer be-stimmten Phononenzahl vorliegen.
Das ist typisch fiir Fock-Zustiinde (Zustinde mit be-stimmter Teilchenzahl): Bei ihnen ist die Am-
plitude be-stimmt, aber die Phase beliebig un-be-stimmt, so dass keinerlei Anzeichen von Wellen
im dreidimensionalen Anschauungsraum erkennbar sind, trotz oder gerade weil das Problem
quantenmechanisch behandelt wurde! Fock-Zustinde sind schon recht eigenartig!
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4. Koharente Phononen-Zustande

1963 hat R. Glauber [1] eine Idee Schrodingers tiber kohdrente Zustande aufgegriffen, sie auf Licht
angewandt und damit Zdhlereignisse mit Photonen gekléart (Nobelpreis 2005). Seine Uberlegungen
sind seit den 90-er Jahren auch auf Phononen iibertragen [1]-[S] worden.

Betrachtet werden Zustinde mit einem einzigen Phononenmode, charakterisiert durch die Wellen-
zahl k. Es sei a eine beliebige komplexe Zahl. Sie kennzeichnet einen Zustand, der durch eine be-
stimmte Uberlagerung von Zustéinden mit be-stimmter Phononen-Zahl (allg. von Fock-Zustinden)
bei fester Wellenzahl k definiert wird:

| k> =exp(- % | a|?) Za a¥(n))* |nk>

Der Einfachheit halber wird er kiinftig mit | o> abgekiirzt. Es handelt sich also um einen bestimm-
ten Zustand mit un-be-stimmter Phononen-Zahl. Messungen der Phononen-Zahl wiirden statistisch
streuende Werte liefern.

Dieser Zustand ist normiert:
<a|e> = exp(-|a|?) Zu o™ a¥n! = 1,

weil die Summe gerade die Taylor-Entwicklung von exp ( | o | %) darstellt. Aber die Zustinde sind
nicht orthogonal:

<a|B> = exp (-|a|>-|B|> Zaa™BYn! = exp (-| || B|+a'B)
= exp (- |a-B|?)

Die Zustinde bilden ein liberkomplettes System; nur, wenn |a-B | >> 1 sind die Zustinde néhe-
rungsweise orthogonal. Diese Tatsache wiirde bei der Berechnung von thermischen Mittelwerten bei
gemischten Zustiande (Stichwort Dichtematrix) Schwierigkeiten aufwerfen.

Ihre Bedeutung der kohdrenten Zustdnde ergibt sich aus der Tatsache, dass sie Eigenzustinde zum
Vernichtungsoperator sind mit dem Eigenwert o

ax | o> =exp(- % | a | X, oY(n!)*a | nk >
= exp(-%2 | a | %) Za oa¥/(n!)*n* [n-1,k>
= aexp(-4 | a|?) Ea 0™/(n-1!)* | n-1k>= a | a>, also
ak|a>=a|a> und damit auch <oc|ak*=a*|a
Andererseits ldsst sich beweisen, dass a,"keine normierbaren Eigenzustidnde besitzt.
Welche physikalischen Folgerungen ergeben sich fiir solche kohirenten Zustinde?

Zunichst ist der Erwartungswert der Phononenzahl auch hier messbar:

<a |N|o> = exp(-| o |?) Za a™a/n! <n |N|n>= exp(-|a|?) Za a™a¥/n! n
= exp(- | a|?) En o™ a*/(n-1)! ' =a'a= |a]|>

Damit lisst sich | o | 2 deuten: | o | 2 ist die mittlere Zahl von Phononen <n2 in einem solchen ko-
hiarenten Zustand eines Phononen-Modes mit Wellenzahl k. Die Phase der komplexen Zahl a ist
noch offen: a = <n>" e*.
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Die Beziehung <a | N | o> = X, exp(- | o | 3 o™ o/n! <n | N | n> ldsst sich auch auffassen als eine
Entwicklung der mittleren Teilchenzahl nach den Erwartungswerten <n | N | n>=<n>= | o |2 der
Teilchenzahl in Teilchenzahl-Zustinden |n>. Eine bestimmte Teilchenzahl n tritt dann in einem
kohérenten Zustand mit der Wahrscheinlichkeit

P(n) =exp(- | a|?) | a|*/n! = exp(-<n>) <n>n!

auf. Das ist eine Poisson-Verteilung. Poisson-verteilte Messwerte fiir Teilchenzahlen n sind typisch
fiir kohdrente Zustdnde. Eine Folge einer solchen Verteilung ist auch, dass die zeitliche Folge der
(heute noch hypothetischen) Messwerte fiir die Phononen-Zahl dhnlich statistisch verteilt ist wie
beim radioaktiven Zerfall: ,,Phononen haben — genauso wenig wie Photonen — keine Geschichte®.
Oder auch, da ein (noch hypothetischer) Phononen-Nachweis mit einer Wahrscheinlichkeit eintritt,
die unabhéngig davon ist, wann zuvor ein Nachweis eingetreten ist: ,,Phononen haben — dhnlich wie
Photonen — kein Gedichtnis® (siche Nobelvortrag von R. Glauber 2005 [6]). Eine solche Poisson-
Verteilung ist vom radioaktiven Zerfall bekannt (der nichts mit kohédrenten Zustdnden zu tun hat),
von der Photonen-Zahl in den einmodigen kohdrenten Zustinden eines Lasers, und seit 2005 von
bestimmten Atomlasern [7], [8].

Dann hat auch der Erwartungswert des Auslenkungsoperators g: ein anschauliches physikalisches
Ergebnis:

1AN e (W20im)” <ok | (ac+ay’) |ak> e
= 1NN (h20m)”* <ak | (axe™ +a, ™) | ak>

<ok | g | o k>

a | a,k> fiigt nimlich dem Zustand | o.k> ein weiteres Photon mit der Wellenzahl k' hinzu. Der
entstehende Zustand ist orthogonal zu | o.k>, wenn nicht k = k'. Alle anderen Glieder mit ay fallen
also aus der Summe heraus. Ganz entsprechend wird durch <o,k | ayx' ein Zustand mit einem weite-
ren Phonon mit Wellenzahl -k' erzeugt, der orthogonal ist zu | o,k>, wenn nicht -k' = k. Von der
Summe iiberleben also nur zwei Terme (unter der Annahme, dass @y - ®.)

<o

o> = 1NN (h20m)* (<o | ac| o> e* + <o | a* | o>e ™)
= 1NN (h2em)” (a e +a e'™)

qr

<o o> = 1N (h2mim)”* 2 cos (kr — at+ 0) <n>" .

qr

Dabei wurde die bisher unterdriickte Zeitabhéngigkeit wieder explizit angeschrieben und auch die
Phase 0. Allein schon wegen dieses Ergebnisses hat sich die ganze Miihe gelohnt! Die mittlere Aus-
lenkung <a | qr | o> in einem solchen Zustand verhilt sich wie eine klassische Welle mit der Wel-
lenzahl k, und das unabhingig von a, auch wenn der Zustand im Mittel nur ein Phonon enthélt!
Jetzt versteht man, weshalb erst klassische Schallwellen in Festkdrpern entdeckt wurden, obwohl
Schall ja tatsdchlich auch der Quantenmechanik unterliegt. Im Unterschied dazu ist Interferenz ein
quantenmechanischer Effekt bereits bei Ein-Teilchen-Zustinden, wenn eine Konkurrenz nicht
unterschiedener klassisch denkbarer Moglichkeiten auftritt.

Die mittlere quadratische Abweichung der Teilchenzahl ergibt sich folgendermallen: Zunéchst ist

<a | N? | o> = exp(-|a|?) X a™an! <n |N2 | n>
= exp(- | a|?) X, o™ an! n?
= exp(- [ o |?) Zu a™a/n! [n(n-1) + n]
= exp(- | a|?) Ea a™an! n(n-1) + exp(- | a|?) En a™a"/n! n]
= exp(- | a|?) Ea 0™ a™/(n-2)! (Ca)* + |a|?
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also <o |N?|o> = |a|*+ |al?
Dann:

(AN) = <o | N?* | a> - <o [N | 0>?= | a2
oder
AN= |a|

Die mittlere Teilchenzahl ist |a | ?, die mittlere quadratische Abweichung | o | , also (typisch fiir
eine Poisson-Verteilung) AN = \<n>, d.h. die relative quadratische Abweichung ist

AN/<a|N|(x>= 1/|a| = 1/\<n>

Mit zunehmender Phononen-Zahl strebt also die relative quadratische Abweichung gegen 0. Fiir
<n> = | o | ? gegen oo hat man damit eine quasi scharf definierte Teilchenzahl in einem kohédrenten
Zustand. Da die Phononen-Zahl in einem solchen Zustand nicht be-stimmt ist, ist es auch nicht die
Energie. Der Teilchenzahloperator und der Hamiltonoperator vertauschen ndmlich. Wenn der eine
Operator be-stimmte Eigenwerte hat, gilt dies auch fiir den anderen.

Der Erwartungswert <a | g | o> der Teilchenschwingung des r-ten Atoms verhilt sich wie der eines
Atoms, das von einer klassischen Welle im dreidimensionalen Anschauungsraum erfasst ist. Koha-
rente Phononen gehdren damit genauso wie kohidrente Photonen und moglicherweise wie kohdrente
Atomstrahlen zu den wenigen Beispielen, wo in der Quantenphysik Wellen im dreidimensionalen
Anschauungsraum vorkommen! Thre Amplitude ist proportional zur Wurzel aus dem Erwartungs-
wert der Teilchenzahl, die Auslenkung besitzt die Orts- und Zeitabhéngigkeit einer klassischen
Welle! Je groBBer die mittlere Phononen-Zahl, desto grofer ist auch die Amplitude der Teilchen-
schwingung des r-ten Atoms. Damit ist eine Briicke geschlagen zwischen dem quantenmechani-
schen und dem klassischen Verhalten der linearen Kette!

Allerdings, die Quantenmechanik hat auch hier Auswirkungen: Wir wollen die mittlere quadratische
Abweichung der Auslenkung des r-ten Atoms g, berechnen. Zunichst:

<a,q|q? | eg> -
= /N Ly Zie (h/20m)”* (W/20em)”* <o,q | (ac+ ai)(ar + ) | a,g> eel

Wir multiplizieren die Operatoren aus und wenden eine Vertauschungsrelation an:
<a,q | ( ax + a_k+)( A + a—k'+) | a’q> eikr eikvr
ikr ikr elk'r+ a_k+ak' e elk'r+ a—k+ a_k'+ e1kr elk'r a’q>
ikr

=<0,q| ax ave™e* + arar e
— <a’q ax ay e1kr elk‘r+ a-k'+ak elkr elk'r+ a_k+ak' e elk'r+ a—k+ a_k'+ e1kr elk'r+ 6»k’k | a,q>

ikr

Wegen der Orthogonalitét der entstehenden Zustinde fallen wieder die meisten Glieder weg, auf3er,
wenn k = k' = q fiir das erste Glied, -k = -k' = q fiir das vorletzte Glied, -k' = k = q fiir das zweite
und -k =k'= q fiir das dritte. Das letzte liefert immer einen Beitrag, wenn k = -k'. Also

= <a,q| oPere+ a?e e+ 20’0+ X1 | n,g> (symbolisch geschrieben)

=<a| (oevr+a’ e )+ 1|o>

=<a| (oevr+a’ e )+ 1|o>

=4 | a|?cos¥(qr- ogt+ 0) +Zq1 (symbolisch geschrieben)
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und damit (es wird wieder q durch k ersetzt):
<ak|q? |ok> =1/N (W20um) 4 |o|?cos’(kr- o+ 0) + 1/N Zi (h/20m)
=1/N (h/20wm) 4 | a|?cos’(kr- axt+ 0) + <q® >vax

Der letzte Summand ist auch vorhanden, wenn | o | => ( und charakterisiert die sog. ,,Vakuumfluk-
tuationen®. Diese sind auch experimentell beobachtbar. Weiter mit:

o>?

(Aq)*=<a|q’ | o> - <a| g

/N (B/2cum) (4 | o | 2cos’(kr- ayt+ 0) + <q >va - 4 cos? (kr — axt+ 0) |a]?)
= <qr2 >Vak
also Aq= [<q’>va 1% = 1AN[ Zw (/20m) ]*

im Vergleich zu

<o, | q | o> = 1AN  (W/2mum)” 2 cos (kr — @t+ 0) | (x| .

Das ist wiederum ein sehr iiberraschendes Ergebnis: Es besagt, dass die mittlere quadratische Ab-
weichung der Atomauslenkung in kohdrenten Zustdnden unabhéngig von der mittleren Phononen-
Zahl ist. Die damit zusammenhingenden Fluktuationen sind ausschlieBlich Vakuumfluktuationen;
die Bewegung infolge der Phononen fiigt keine weiteren Fluktuationen hinzu. ,,Kohéirente Zustdnde
sind so ruhig wie Vakuum-Zustinde* (Hu und Nori [10], [11]), die ja auch nicht ganz ,,ruhig* sind.
Mit zunehmender mittlerer Phononen-Zahl <n> (mit zunehmendem | o | ) wird zwar die Amplitude
immer gréfer, die mittlere quadratische Abweichung bleibt jedoch konstant. Sie fallt mit wachsen-
dem | o | immer weniger ins Gewicht: Die Amplitude wird mit zunehmender mittlerer Phononen-
Zahl immer ,,wohldefinierter*. | o | héngt davon ab, wie kohdrente Phononen experimentell erzeugt
werden.

1
F3

Abb. 2: Bildliche Darstellung der Auslenkung
eines Atoms bei einem kohdrenten Zustand mit

unterschiedlicher mittlerer Phononen-Zahl
2

Electric field in units of (Aw/2¢, V)

|Oc| . Eigentlich ist fiir entsprechend
Photonenzustinde die elektrische Feldstdrke
dargestellt.

Loudon: The quantum theory of light

Loudon [3] hat das fiir Photonen in Abb. 2 veranschaulicht.
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In den Zeichnungen steckt indirekt auch eine Aussage iiber den Erwartungswert der Schwingungs-
Phase. Ein Phasenoperator Exp(ip) kann so definiert werden:

a=(N+1)” Exp(ip) und a" = Exp(-i@)(N+1)*
N ist der Teilchenzahloperator, Exp(ip) der Phasenoperator und a’, a sind Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren. Wegen der Operator-Eigenschaft kommt es auf die Reihenfolge an. Es wird
sich herausstellen, dass N und Exp(ip) eben gerade nicht vertauschbare Operatoren sind, die dem-
entsprechend nicht gleichzeitig messbare Messgroflen kennzeichnen.
Aus der Definition folgt:

Exp(ip) = (N+1)"a und  Exp(-ip) =a" (N+1)™"
Wir wollen den Phasenoperator auf einen n-Teilchen-Zustand anwenden:

Exp(ip) |n>=N+1)*a |n>=N+1)*n* |n-1>=(n-1+1)*n* |n-1>= | n-1> fiirn=/0
bzw. 0 firn=0

Ganz entsprechend:
Exp(-ip) | n>=a" (N+1)"|n>= (n+1)"a" [ n+1> = (n+1)"* (n+1)* | n+1> = | n+1>.

Es stellt sich heraus, dass die so definierten Phasenoperatoren nicht hermitesch sind, also nicht
Messgroflen entsprechen. Durch die Definitionen

Cos(9) =% [ Exp(ip) + Exp(-ip) ] und

Sin() = 1/(21) [ Exp(ip) - Exp(-ip) ]

erhélt man aber hermitesche Operatoren, die Messgro3en entsprechen. Wie man leicht nachweisen
kann, sind ihre einzigen von 0 verschiedenen Matrixelemente

<n-1 | Cos(o) | n>=<n | Cos(o) | n-1>="%
<n-1 | Sin(p) | n>=-<n|Sin(p) | n-1>=1/(2i)

Es lasst sich auch zeigen, dass die Phasenoperatoren und der Teilchenzahl-Operator nicht vertausch-
bar sind, d.h. zu nicht gleichzeitig messbaren GréBBen gehoren. Aus der Vertauschungsrelation folgt
dann wie iiblich ein Heisenbergsche Un-be-stimmtheitsrelation fiir die zu erwartenden mittleren
quadratischen Abweichungen.
Es gilt:
[N, cos(¢)] =N cos(¢) - cos(p) N
=72 {N [ Exp(ip) + Exp(-i¢) | - [ Exp(ip) + Exp(-ip) ] N}
=Y {N(N+1)"”a+ N a'(N+1)"- (N+1)"a N - a"(N+1)"N}.

Bringen wir mit Hilfe der Vertauschungsrelationen
[N,a]=Na—aN=-a und [N,a]=Na-a"N=a"

alle a's ganz nach rechts und alle a” ganz nach links:

=% {N (N+1)"a + a'N(N+1)" + a"(N+1)" - (N+1)""Na - (N+1)"a - a"(N+1)"N}.
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Dann heben sich die meisten Operator-Ausdriicke weg bis auf
Yo {a" (N+1)”-(N+1)"a}

Das ist aber wegen
sin(@) = 1/(21)[Exp(ip) - Exp(-i@)] = 1/2i))[(N+1)"* a - a"(N+1)™" ]

gerade — 1 sin(¢), also

[N, Cos(¢)] =—1 Sin(o)

Analog zeigt man
[N, Sin(¢)] = i Cos(¢)
(Sin(p) und Cos() sind jeweils Operatoren.)
Hieraus ergeben sich nun wie iiblich Un-be-stimmtheitsrelationen, ndmlich

An Acos(¢) >= "2 / <Sin(@)>/
und
An Asin(¢) >= Y2/ <Cos(p)>/

Auf der rechten Seite sind die Erwartungswerte der Operatoren zu nehmen bzgl. der jeweils betrach-
teten Zusténde.

Bei Teilchen-Zustédnden (Fock-Zustdnden; Zustdnden mit be-stimmter Teilchenzahl) sind die Erwar-
tungswerte rechts 0. Das muss auch so sein, weil ja An = 0. Fiir die mittlere quadratische Abwet
chungen erhilt man Acos(¢) = Asin(¢p) = 1/42, d.h. die Phasenwinkel kénnen zwischen 0 und 2
streuen: vollstindige Phasen-un-be-stimmtheit! Das wurde durch das erste Bild Loudons [3] (Abb.
1) ausgedriickt.

Bei kohérenten Zustinden sieht die Sache ganz anders aus: Loudon [3] fiihrt asymptotische Ent-
wicklungen fiir grofle mittlere Teilchenzahl (|a |2>>1) an mit dem Phasenwinkel 6 von a (a =
<n>" e"):

<a | Cos(9) | a>=cos(®) (1 - 1/8|a|2+...)
<a | Cos’(@) | &> = cos*(®) - [ cos’(®) — ¥ /(2| a|?) - ... fiir |a|>>1 in beiden Fallen.
Die Rechnung interessiert hier weniger als das Ergebnis:

Acos(¢) = sin(0)/(2 | a.|)

Mit zunehmender mittlerer Teilchenzahl (bei | o | *>>1) verschwindet die mittlere quadratische Ab-
weichung des Phasenoperators. Ein entsprechendes Ergebnis gilt fiir Asin(¢). Das ist hochst bemer-
kenswert: Mit zunehmender mittlerer Teilchenzahl wird nicht nur die mittlere Amplitude immer
besser definiert, sondern auch noch die Phase. Mit zunehmender mittlerer Phononenzahl verhalten
sich kohérente Zustinde quasi wie klassische Wellen im dreidimensionalen Anschauungsraum! Das
wird durch Abb. 2 von Loudon [3] bildlich veranschaulicht.
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Kohérente Zustinde wurden 1963 von R. Glauber [1] urspriinglich fiir Licht angewandt. Sie werden
dort durch Lasermoden recht gut realisiert, moglicherweise auch bei manchen Atomlasern [7], [8].
Es wurden fiir Phononen mit Hilfe von Polaritonen ganz entsprechend der aktuellen Forschung zu
gequetschten Zustdnden (squeezed states) von Licht ebenfalls gequetschte Zustdnde konstruiert (Hu
und Mori [10], [11]). Solche Zustdnde erscheinen interessant, weil sie noch weniger ,,verrauscht*
sind als kohédrente Zusténde, die nur noch das ,,Vakuumrauschen* zeigen. Moglicherweise lassen
sich auch fiir andere Quasiteilchen wie Polaritonen oder Magnonen kohérente Zustinde definieren.
Weitere Beispiele von quantenmechanischen Zustéinden, die klassischen Wellen im dreidimensiona-
len Anschauungsraum entsprechen, sind meines Wissens nicht bekannt. Wenn sonst in der Quanten-
physik von dreidimensionalen Wellen die Rede ist, handelt es sich um Wellenfunktionen von Ein-
Teilchen-Zusténden, die aber Wellen in einem abstrakteren Konfigurationsraum darstellen und nur
die eine Aufgabe haben, Wahrscheinlichkeitsvorhersagen fiir den Ausgang von Messungen an e+
nem durch 3 Koordinaten gekennzeichneten Ort zu machen. Zwei-Teilchen-Zustdnde erfordern we-
gen der 6 Koordinaten der Orte, an denen die 2 Teilchen gemessen werden konnten, entsprechend
bereits Wellen in einem mindestens 6-dimensionalen Konfigurationsraum. Tatséchliche Koordina-
ten erhalten die Teilchen erst durch eine Messung. Dann hat aber die Wellenfunktion ithren Dienst
getan und ist irrelevant geworden.

5. Wo wirkt sich die quantenmechanische Behandlung von Phononen
aus?

Die quantenmechanische Behandlung von Gitterschwingungen hat physikalische Folgen, die mit
Fluktuationen, speziell den Vakuumfluktuationen, zu tun hat: Es hatte sich als Erstes eine endliche
Grundzustandsenergie (Vakuumenergie) ergeben. Sie geht in physikalische GréBen nicht ein, wohl
aber ihre Folgen, die Vakuumfluktuationen, die man bei Betrachtung der atomaren Bewegung auch
sehen konnte. Bei Photonen ist die Vakuumenergie sogar unendlich. Das stort nicht weiter, da alle
energetischen Vorginge Energien im Vergleich zur Vakuumenergie umfassen. Die Vakuumfluktua-
tionen machen sich besonders bei tiefen Temperaturen bemerkbar. Der Debye-Waller-Faktor enthalt
nach quantenmechanischer Aussage einen Anteil, der mit verschwindender Temperatur endlich
bleibt. Er hat Einfluss auf die Temperaturabhéngigkeit der Peakhohe bei der Neutronen- oder Ront
genstrahl-Beugung (Bragg-Streuung) und wirkt sich auf die Peakhohe des riickstoBfreien Anteils bei
der MoBbauer-y-Emission oder -Absorption aus.

Die gesamte statistische Mechanik mit Zustandssumme, Entropie etc. und davon abgeleiteten Gro-
Ben basiert auf Eigenzustdinden zum Hamiltonoperator. Das konnen nur Fock-Zusténde, also Zw
stinde mit be-stimmter Teilchenzahl sein, nicht also kohédrente Zustinde, weil Hamiltonoperator
und Teilchenzahloperator vertauschbar, also gleichzeitig messbar sind. Die Fluktuationen bei Fock-
Zustinden tiberschreiten aber die Vakuumfluktuationen um einen Anteil der proportional zur Pho-
nonen-Zahl wichst.

Kohédrente Phononen-Zustinde haben demgegeniiber den Vorteil, dass ihr Rauschanteil nur in den
Vakuumfluktuationen besteht, auch, dass man die Gitterschwingungen (bei hinreichender mittlerer
Phononen-Zahl) direkt ,,sehen kann. Einen noch geringeren Rauschanteil kann man mit ,,ge-
quetschten Zustdnden* erreichen.

Bei der Anregung von Phononen durch Neutronen- oder Rontgenstreuung entstehen in der Regel
Fock-Zustinde. Mit Hilfe von piezoelektrischen Schallgebern (bis 10'° Hz), oder stimulierter Bril-
louin- oder Raman-Streuung von Laserstrahlung lassen sich jedoch auch kohérente Zustédnde erzeu-
gen [10], [11]. Anders als im Laser mit seinen kohdrenten Photonen-Zustinden sind diese jedoch
bei Phononen stark geddmpft und damit kurzlebig. Es gibt auch noch keine so guten Phononen-
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Resonatoren wie beim Laser.

In Fallen (Paul-Fallen oder magnetooptische Fallen) lassen sich Ketten von wenigen lonen erzeugen
(z.B. Prof. Blatt, Innsbruck, und seine Gruppe). Es gibt von Prof. Blatt Videos, die Eigenschwin-
gungen der lonenkette visuell zeigen. Das ist nur bei klassischen Systemen oder bei kohdrenten Zu-
stdnden in quantenmechanischen Systemen moglich.

Kohirente Phononen-Zustéinde konnen durch Studien des Reflexionsvermodgens und der Transmis-
sion von Licht nachgewiesen werden, weil beide von den Atomschwingungen im Kristall abhéngen.

Es gibt neuerdings auch die Mdglichkeit, in Nanostrukturen einzelne Phononen zu zdhlen. Roukes
und seine Gruppe [12] stellten (um 2000) einen winzigen Phononen-Resonator aus Siliziumnitrid
her, aus dem einzelne Phononen nur durch diinne Quantendrihte mit einer Dicke von 500 Atomen
entweichen konnen. Sie werden kalorimetrisch gezahlt.

6. Zusammenfassung

Es wurde die Quantenphysik der linearen Kette durch Einfiithrung von Teilchen, den Phononen, ent
wickelt. Phononen entsprechen weitgehend anderen Teilchen der Quantenphysik wie z.B. Photonen,
erfordern aber keine relativistische Behandlung. Entsprechend der Wellenzahl k und der Kreisfre-
quenz o der zugeordneten Normalschwingung der linearen Kette haben Phononen die Energie hax
und den Quasiimpuls hk in Ausbreitungsrichtung. Man spricht von Quasiimpuls und deshalb auch
von Quasiteilchen, weil die Impulse aus verschiedenen Brillouin-Zonen, z.B. hk und h(k+g) dqu+
valent sind, wenn g einem reziproken Gittervektor (2n/d n, n natiirlich) entspricht. Fiir sie gilt kein
echter Impulserhaltungssatz, sondern nur ein Analogon unter Einbeziehung eines reziproken Gitter-
vektors, der in eine andere Brillouinzone fiihrt. Fiir dreidimensionale Kristalle 14sst sich auch ein
Polarisationsvektor definieren, der die Schwingungsrichtung im Vergleich zur Ausbreitungsrichtung
der Phononen charakterisiert. Phononen sind abzdhlbar, und sind deshalb im Sinne der Quanten-
theorie (Quasi-)Teilchen. Der Ausbreitung einer klassischen Welle in der linearen Kette entspricht
in diesem Bild ein Gas von Phononen, die die Kette durchlaufen.

Es gibt Eigenzustinde des Teilchenzahloperators N (Fock-Zustinde), die zugleich Eigenzustinde
des Energieoperators H (Hamiltonoperators) sind. In solchen Zusténden ist die Teilchenzahl (Zahl
der Phononen) ebenso wie die Energie be-stimmt. Messungen unter gleichen Bedingungen liefern
dann immer die gleichen Werte. Das sind die grundlegenden Zusténde fiir alle thermodynamischen
Funktionen im thermischen Gleichgewicht. Sie haben ungewdhnliche Eigenschaften, weil sie kein
anschauliches Bild der Schwingung als Folge eines Phonons zulassen, weil die Auslenkung (wegen
ihrer Phase) vollig un-be-stimmt ist und statistisch schwankende Werte bei Messungen liefern muss.

Es gibt auch, wie z.B. dhnlich bei Licht in Lasermoden, kohéirente Phononen-Zustinde. Das sind
bestimmte Uberlagerungen von Teilchen-Zustéinden. Sie stellen die stirkste Anniherung der Quan-
tenphysik an klassische Schwingungen und Wellen in der linearen Kette dar. Bei ihnen verhilt sich
der Erwartungswert der Auslenkung wie bei einer klassischen Welle. Fluktuationen in Amplitude
und Phase wirken sich mit zunehmender mittlerer Phononenzahl <n> immer weniger aus. Im lim
<n> => oo wird die Auslenkung in Abhdngigkeit von Zeit und Ort quasi exakt durch klassische
Wellen beschrieben. Moglicherweise haben solche Zustinde (und daraus entwickelte gequetschte
Zusténde) in Zukunft auch praktische Bedeutung wegen ihres geringeren Rauschens, das nur durch
Vakuumfluktuationen bestimmt ist. In solchen Zustédnden sind die Phononenzahl und damit auch die
Energie un-be-stimmt. Messungen beider Grolen wiirden unter gleichen Bedingungen statistisch
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schwankende Werte liefern. Von der Theorie her hat man keinerlei Anhalt fiir eine eventuelle Ver-
mutung, dass irgendein realer Mechanismus die Phononen-Zahl oder die Energie dndern wiirde, z.B.
weil ein anderes Teilchen die Energie iibertrage (was vorkommen kann, sich aber im Formalismus
zeigt und hier nicht erfasst ist.) Vielmehr liegen statistisch schwankende Werte daran, dass Energie
und Phononen-Zahl in solchen Zustdnden ohne eine Messung nicht als Eigenschaften der linearen
Kette existieren. Erst bei einer Messung erhalten sie — wie tiblich in der Quantenphysik — einen be-
stimmten, statistisch fluktuierenden Wert. Ahnlich gibt es ja auch keinen realen Mechanismus, der
dafiir sorgt, dass beim radioaktiven Zerfall mal dieses, mal jenes Atom zerfillt, oder dass bei Orts-
messungen an Teilchen, die nicht in einem Eigenzustand des Orts sind, streuende Orts-Messergeb-
nisse auftreten.

Tatsdchlich gemessene Phononen-Zahlen in einem kohdrenten Zustand entsprechen einer Poisson-
Verteilung, wie das auch von anderen kohdrenten Zustinden (z.B. bei Licht) bekannt ist. Die Wahr-
scheinlichkeit, ein Phonon nachzuweisen (wenn das tatsdchlich moglich sein sollte), ist unabhédngig
davon, wann sein Vorgédnger nachgewiesen wurde: ,,Phononen haben — genauso wie Photonen —
keine Geschichte.*

Hinweis: Das Wort ,,bestimmt™ wird hier immer mit Bindestrich geschrieben, (also be-stimmt; entsprechend auch un-
be-stimmt) wenn im Sinne der Heisenbergschen Un-be-stimmtheitsrelation darauf hingewiesen werden soll, dass sich
das System in einem Eigenzustand zur betreffenden MessgroBBe befindet. ,,Bestimmt® ohne Bindestrich geschrieben
kennzeichnet die umgangssprachliche Bedeutung des Wortes.
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Anhang I

7. Transformation des Hamiltonoperator in Normalkoordinaten
Wegen q = AN I [ Qu(t) ™ ] gilt auch
¢ = /AN Z [ Qu(t)e™ ]

Fiir die kinetische Energie Eii, finden wir also

B = Em/2 (q" ) = E T e [Q%e™ ] [ Qe ]
= m/2N Zk Ek‘ Q.kQ.k' Er e1(kr+k‘r)

Wie man in jedem Lehrbuch der Festkorperphysik nachlesen kann, gilt fiir die Gittersumme:
¥, e®r = Ny Aiir die erlaubten k-Werte der linearen Kette

Deshalb vereinfachen sich die k- und k'-Summen auf
Exin = m/2 T Q% Q°x

Ganz entsprechend wird aus der potentiellen Energie:

U= %fL[qu-ql= I2NfIE Te Qu[e ) - e ] Qo[- el ]

1/2N fzk Zk‘ Qk ka Zr [ eik(r—l) _ eikr ] [eik'(r—l) _ eik’r ]

12N £ T QuQue e[ kD) iK1 _ gik(el) gikr - oikr giki@-1) 4 gikr gikr

12N X T QuQue T, € [ek g _ gk - gk 4 1]

Aus der Gittersumme tber r wird wieder N 6. und damit

Yo £ QuQuxk[2- (e™ + ¢eY)]

2 QuQxk[1 - cos (k)]
Der Hamiltonoperator wird damit
H=T+U=m/2 X Q%Q"x+ X QxQux[1 - cos (k)]

bzw. mit

o= V[ 2f/m (1 -cosk)]=2Vfm sin(k/2)
H=["%m X Q*%Q°x+m Ly o> QuQux ]
Die kanonischen Impulse zu Qx und Q. erhélt man dann durch

Py =0H/0Q% =m Q°« (in der Summe gibt es zwei Beitrdge mit Q°«: zu dem mit k auch den
mit dem negativen Wert von k), also

H= [1/21’11 p M Pk(t) P-k(t) +%m Xy (Dk2 Qk(t) Q.k(t) ]
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Anhang 11

8. Berechnung der Auslenkungsfluktuationen bei Fock-Zustinden
(Zustinden mit be-stimmter Phononen-Zahl)

q’ | ng>
= /N Iy Zie (h/20m)”* (h/20em)” <n,q | (ac+ ax)( ax + ) [ n,g> erel

<n,q

Wir multiplizieren die Operatoren aus und wenden eine Vertauschungsrelation an:
<nq|(a+ai)(av+ar) [ng> e

=<n,q| a ar M ek + g a e ek 4+ a, " ap e e+ aar ee | n,g>
ikr ikr

=<n,q| a ace M+ ata, e ekT+ a,ta X ek T+ a, a L M ek + Gk | n,g>

ik'r

Wegen der Orthogonalitit der entstechenden Zustinde fallen in der Doppelsumme wieder die
meisten Glieder weg, auBler, wenn k = k' = q fiir das erste Glied, -k = -k' = q fiir das vorletzte Glied,
-k' =k = q fiir das zweite und -k = k' = q fiir das dritte. Das letzte liefert immer einen Beitrag, wenn
k = -k'. Es fallen auch alle Beitrdge weg, bei denen die beiden a's die Teilchenzahl &ndern. Es
iiberleben nur die fettgedruckten Terme. Also

=<n,q| 2n+ X41 |n,q> (symbolisch geschrieben)

Damit also,

<n,q|q’ |ng> = 1/N (h/20m) 2n + 1/N Xk (h/2@m)

Wegen <n,q|q:|n,g> = 0 ist das wieder gleich dem Quadrat (Aq)* der mittleren quadratischen
Abweichung

(Agy)?*= h/(wgmN) n + <q >va

Zusitzlich zu den Vakuumfluktionen <g>va, die bei kohdrenten Zustinden den alleinigen Beitrag
bilden, treten also in Fock-Zustdnden weitere Fluktuationen auf, die mit zunehmender Teilchenzahl
n zunehmen. Kohérente Zustdnde sind weniger ,,verrauscht* als Teilchen-Zustdnde.
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